Projektif Geometride Koniklerin Denkligi:

Projektif Geometrinin en ilging yonlerinden biri de tiim (dejenere olmayan) koniklerin (daha dogrusu on-
larin projektif kapamglarinin) projektif olarak denk olmasidir. (Projektif Denklik, bir projektif doniigiim
altinda bir kiimenin digerine doniigmesi olarak tanimlanir). Bu 6zellik, projektif geometrik kavramlar
iceren (Pascal in gizemli altigen teoremi gibi) bazi teoremlerin ispatini kolaylagtirir. Pascal in da, bu teo-
remin ispati sirasinda, Desargues in bu 0zelligi biliyor olmasindan yararlandigi sanilmaktadir. Biz burada,
bu 6nermenin tam ispatini degil de, bir 6rnekle, bir gember, bir parabol ve bir hiperboliin (daha dogrusu
bu egrilerin projektif kapaniglarinin) projektif olarak denk oldugunu gosterecegiz.

¢ 224+ y?> —1=0 cemberi, € : 2?2 —y = 0 parabolu, €5 : 22 —y? — 1 = 0 hiperbolii olsun.
Bu egrilerin projektif kapaniglari, Egrilerin Projektif Kapanigi basglikli notlarda bulunmustur.

g . RP? de (homojen koordinatlar1) 22 + y? — 2% = 0 esitligini saglayan noktalardr. (€, =)
¢, : RP? de (homojen koordinatlarl) 2* —yz = 0 esitligini saglayan noktalardir. (€, = € U{[0: 1:0]})

(
[ (
€3 : RP? de (homojen koordinatlar1) x? —y? — 2? = 0 esitligini saglayan noktalardir. (€3 = €3 U {[1:1:
0],[-1:1:0]})

T :R - R} T(X,Y,Z) = (X,Z —Y,Z+Y) (tersinir) lineer doniisiimii olsun. T projektif
doniigiimiiniin, €; egrisinin noktalarmin @, egrisinin bir noktasina déniistiirdiigii (X% — (Z — Y)(Z +
V) = X? 4+ Y? — Z? dzdegliginden) kolayca goriilir. Ayrica, T~Y(X,Y,Z) = (X,3(Z - Y),5(Y + Z))
oldugundan benzer bir hesapla, 71 projektif doniigiimiiniin, €, egrisinin noktalarimin ¢; egrisinin nokta-
larina doniigtiirdiigi goriiliir.

SR — R S(X,Y,Z) = (Z,Y,X) (tersinir) lineer doniisiimii olsun. S projektif doniigiimiiniin
¢, egrisininin noktalarmi, €5 egrisinin noktalarma doniistiirdiigii (22 — Y2 — X? = —(X?2 +Y? — Z?)
ozdegliginden) kolayca goriiliir. S™! = S dir ve S projektif doniigiimii de (Z2+Y?— X% = —(X2-Y?%-7?)
ozdegliginden) €3 egrisininin noktalarini, €; egrisinin noktalarma déniistiirdiigii goriiliir.

S T projektif doniisiimii de, yukaridakilerin sonucu olarak, €, ile €3 arasinda bir projektif denklik
verecektir.

Bu denklikler geometrik olarak soyle aciklanabilir:

¢, = ¢, bir gember idi.

¢, =¢,U{[0:1:0]} oldugundan, parabolun kapaniginda, parabola bir nokta eklenerek iki ucu sonsuzda
birlesip bir ¢ember olusur.

¢, =€ U{[1:1:0],[~1:1:0]} oldugundan hiperbolun kapaniginda, hiperbolun dért ucu sonsuzda ikiser
ikiger (aym asimptota yaklagan uglar birbiri ile) iki farkl noktada birlegip yine bir ¢ember olugturur. Yani
tiim koniklerin kapanigi bir (cember gibi) kapali bir egridir. Bu nedenle hepsinin kapaniglar denktir.



