Fonksiyonel Analiz Sorular1 2

Rla,b] : [a,b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarm (R iizerinde) vektor

uzayl.

1.
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n € NT olsun. R” nin dy,dy ve d metriklerinin her birine gore tam metrik uzay oldugunu

Matematiksel Ttimevarim ile gosteriniz.

f(x,y), R? de tamml ve siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. a,b,c,d € R igin
M = sup{||Vf(z,y)| : (z,y); (a,b) yi (c,d) ye birlegtiren dogru pargasi lizerinde} olmak tizere,
(fla + (¢ — a)t,b + (d — b)t) i¢in [0,1] araliginda) Zincir Kuralim1 ve ODT yi kullanarak,
|f(c,d) — f(a,b)] < My/(c—a)?+ (d—b)? oldugunu gosteriniz.

f(z,y), g(z,y), R? de tamimh ve siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar olsun. Eger, bir
0 < ¢ < 1 sayist icin, diizlemin her noktasmda ||V f|* + [|Vg|® < ¢ ise, 6nceki problemi kul-
lanarak, F : R? = R? F(z,y) = (f(z,y), g(z,y)) nin (dy:Oklid metrigine gore) bir sikistirma
dontigimi oldugunu gosteriniz. F' nin bir sabit noktasi var oldugu sonucuna varabilir miyiz?

Bunu, daha biiyiik boyutlu Oklid uzaylarma nasil genellestirebiliriz?

. a,bye,d€R) a<b, ¢c<dolsun. X = Cla,b| ve d: sup metrigi ve

Y ={f|lf € X, f(la,b]) C [e,d]} olsun. Y nin, X in kapal alt kiimesi oldugunu gosterin.

2
3

.y =3y3, y(2) =0 Baslangi¢ Deger Problemi (BDP) veriliyor. Bu BDP nin dért ¢6ztimiinii

bulunuz.

1, z€Q

0, 2¢Q

nin, hi¢ bir aralikta ¢oziimii olmadigini gosteriniz.

flz,y) = fonksiyonu i¢in ¢ = f(z,v), y(xo) = yo Baslangig Deger Problemi-

(X,d) bir ultrametrik uzay, zop € X, r > 0, y € B,(x¢) olsun. B,(x¢) = B,(y) oldugunu

gosterin.

* p bir asal say1, v, : Z\ {0} = N y,(n) =k, (p* | n, p {n) olsun. Vm,n € Z \ {0} igin

(m+n # 0 ise) v,(m + n) > max{v,(m), v,(m)} oldugunu gésterin.

. * (p bir asal say1 ise) Vm,n € Z \ {0} i¢in v,(mn) = v,(m) + v,(n) oldugunu gosterin. p asal

degil ise bunun yanlg oldugunu gosterin.

e —vp(m)

olsun. Once, v, nin

F =303

* p bir asal say1ise [|[|, : Q - Q C R, H%Hp =
0, =0

iyi tanimh oldugunu, daha sonra da, Vr,s € Q igin, |[r + s[|, < max{[[r[,,|ls||,} oldugunu

gosterin.

* (p bir asal say1 iken) (Q, || ||,,) nin bir normlu uzay oldugunu gosterin (Bu norma, p-sel norm

denir).
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* (p bir asal say1 iken) Q tizerindeki p-sel norm igin, Vr, s € Q icin ||r + s||, < max{||r[[,, [|s||,}

* p bir asal say1, d,, Q iizerindeki (p-sel normdan {tiretilen) p-sel metrik olsun. (Q, d,) nin tam

metrik uzay olmadigini gosterin.

(X, 11 1ly) ve (Y, ]l5) (ayn1 cisim iizerine) iki normlu uzay olsun. ||(z,y)|| = ||z||; + ||ly||, fonksiy-

onunun, X x Y (vektor uzay: oldugu agikardir) iizerinde bir norm oldugunu gosterin.

Herp > 1 (p € R) igin, || ||,,) nin (her a < b, a,b € Rigin) Rla, b] iizerinde bir norm olmadigim

1

gosterin. (|I£1}, = (/) 1F (@) dz)”)

(Her Riemann integrallenebilen fonksiyonun simirli oldugunu hatirlayin)
| [l s Rla,b) =R ||f]l, =sup{|f(z):a <z < b} nin olsun.

(Rla,b],] ||) nin bir normlu uzay oldugunu gésterin.

Bir vektor uzayi, denk normlarin tanimladigi metriklerden birine gore tam ise digerine gore

de tam oldugunu gosterin.

*(n bir dogal say1 olmak iizere) V' = R" (veya C" ) igin her p > 1 (p = oo durumu da dahil)

i¢in tlim p-normlarin birbirine denk oldugunu gosteriniz.
Normlarin denkliginin bir denklik bagintisi oldugunu gosterin.
V' # {6} ise (smurli her lineer déniisiim igin) ||7'|| = sup{||Tv||, : ||v]|; = 1} oldugunu gosteriniz.

|T|| =0 < T = 0 oldugunu gosteriniz.

(VI ly) ve (W, ]| ||,) iki normlu uzay ve S, 7" : V' — W iki sinirh ve lineer doniigiim olsun. O

zaman S + T nin de siurh (ve lineer) oldugunu ve ||S + T'|| < ||S|| + ||7]| oldugunu gosteriniz.

(Vo [1lly) ve (W, || 1l,) iki normlu uzay olsun. [|S + T < [|S|[+|[T]| olacak sekilde S, T": V' — W
iki sinirli ve lineer déniigiimler bulunuz. (Ipucw:V =W =R, || ||, = || ||, =mutlak deger
olacak gekilde S ve T bulabilirsiniz.)

T :V — W iki normlu uzay arasinda lineer bir doniigiim olsun. Junu gosterin:

T, 6y noktasinda siirekli ise her noktada stireklidir.
(V. |l]]) bir normlu uzay olsun. Yu,v € V i¢in | ||u| — [|v]| | < ||u — v|| oldugunu gosteriniz.

(V. |l1]) bir normlu uzay, vo € V olsun. f:V — R, f(v) = ||v — v| fonksiyonunun (V' deki

norm metrigine gore) diizgiin siirekli oldugunu goserin.

(V, |l | bir normlu uzay ve ey, es, ..., e,, V de vektorler olsun. f:F* =R f(ay,aq,...,a,) =

135, ae;]| fonksiyonunun (F™ de Oklid metrigi ile) siirekli oldugunu gésterin.
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V' bir vektor uzayi, d; V tizerinde bir metrik olsun. Eger:
Va € F,Vu,v,w € V igin d(aw + u, aw + u) = |a|d(v, w)
ise, ||v]| = d(v,0) nin V {izerinde bir norm oldugunu gosterin.

(Vi |I'l) bir normlu uzay olsun. D,(u) = {v € V : d(u,v) < r} (d : norm metrigi) kiimesinin
konveks oldugunu gosterin. (Konveks kiime: K # () ve u,v € K oldugunda VA € [0,1] i¢in
Au+ (1 —A)v € K oluyor ise K bir konveks kiimedir deriz.)

Vo) WL, (U, l5) normlu uzaylar ve T : V- — W ve S : W — U lineer déniigiimler
olsun. S ve T smurh ise ST : V' — U nin de sinrh oldugunu gésterin. |||, ||S|| ve ||ST|

sayilar1 arasinda nasil bir iligki vardir?

(VA ), (W] ||,) normlu uzaylar olmak tizere, GL(V,W) = {T'|T": V. — W, T lineer ve smurh }
olsun. GL(V, W) kiimesinin bir vektér uzay: oldugunu ve ||7’|| nin bu uzayda bir norm oldugunu

gosteriniz.



