1.

2.

3.

4.

MT 342 TOPOLOJI DONEM SONU SINAVI COZUMLER

e B’ C 74 oldugunu gosterelim:
B’ € %8’ olsun. B’ niin tanimindan B’ = BN A o. §. bir B € B vardir. 8 C 7 oldugu
icin Berolur. 74={UNA:U € 7} oldugu igin B’ = BN A € 74 bulunur.

e Uecry, xeUolsun. (z € B, B'CU osgbir B € B bulmaliyiz) U = ANV olacak
sekilde (en az) bir V € 7 vardir. = € V, V € 7 ve B, 7 igin bir baz oldugundan,
x € B, B CV olacak gekilde (en az) bir B € B vardir. Bu durumda B’ = BN A igin
reB, BCVNA=U ve B €% olur.

X x Y fizerindeki carpim topolojisini 7 ile, ¥ x X {izerindeki carpim topolojisini 7’ ile
gosterelim. B ={U xV :U e€7rx, Vern}ninrticin, B ={WxZ:Wern, Zerx}
nin 7’ igin birer baz oldugunu biliyoruz. f nin 1-1 ve 6rten oldugu agikardir. f nin (7 — 77)
siirekli ve f~!in (7' —7) siirekli oldugunu gosterelim. (Alternatif olarak f nin (7 —7') siirekli
ve agik doniigiim oldugunu da gosterebiliriz).

f nin (7 — 7') siirekli oldugunu gostermek i¢in (8B’, 7’ i¢in bir baz oldugundan) her B’ € B’
icin f~1(B’) € T oldugunu gostermek yeterlidir. B =W x Z € B, (W € 1y, Z € 1x)
olsun.

W x2Z) = {(v,y) e X xY: fla,y) e W x Z} ={(z,y) : (y,2) € W x Z}
= {(z,y):yeW, 2€Z}=ZxW

Z € 7x, W € 7y oldugundan Z x W € B olur. B C 7 oldugu i¢in de f~(W x Z) € 7 olur.
f nin acik doniigtim oldugunu gostermek icin de yine bazlardan yararlanacagiz: Her B € B
icin f(B) € 7" oldugunu géstermek yeterlidir. B=U xV o.5. U € 7x ve V € 7y vardur.

J(B)= U x V)= {f(2,y): (2,9) €U XV} = {(y,a) :x €U, y€ V} =V x U

olur. U € 7x, V € 1y oldugu i¢in V- x U € 9B’ olur. B’ C 7’ oldugundan her B € B
icin f(B) € 7’ oldugu gosterilmistir. (f~'(y,z) = (z,y) oldugundan, f~* in (7’ — 7) siirekli
oldugunu gostermek, f nin (7 — 7’) stirekli oldugunu géstermek ile hemen hemen aymidir.)

Ikinci (daha kisa) Coziim: f ve f~! in siirekli oldugunu teoremlerle de gosterebiliriz.
Tx X XY > X 1y : XxY =Y, 715 :YxX = X, 7,:YxX — Y (izdigiimler)
olsun. (Carpim topolojileri kullamldiginda) hepsinin siirekli oldugu, derste garpim topolojisi
tammindan hemen sonra, ispatlandi. f = my x 7x ve f~! = 7, x 7} oldugu tamimlarindan
goriiliir. Yine derste ispatlanan, carpim topolojisinin en temel 6zelligi olan siirekli fonksiy-
onlarmi “carpimi”nin da siirekli olmasi 6zelliginden hem f hem de f~! siireklidirler.

(a) B C{B,(z):z € X,r > 0} agikardir. Metrik topolojinin tanimindan
({B.(x) : = € X,r > 0} metrik topoloji i¢in bir bazdir), {B,(z) : x € X,r >0} C 7
dir. bu nedenle B C 7 olur.

(b) U €1, 2 € Uolsun. x € B, B C U olacak sekilde (en az) bir B € B bulmaliyiz.
{B,(y) : y € X r > 0} metrik topolojinin bir baz1 oldugundan x € B,(y) ve B,(y) C U
0.5. bir y € X noktas1 ve r > 0 sayis1 vardir. z € B,(y) oldugundan d(z,y) < r dir.
(Q, R de yogun oldugundan) d(z,y) < g < r o.g bir ¢ € Q vardir. B = B,(y) olsun.
Buradan (¢ > 0 oldugundan) z € B, (¢ < r oldugundan) B C B,(y) olur. (¢ € Q
oldugundan) B € 9B dir ve (B,(y) C U oldugundan ) B C U dur.

(a) e VzeR, igin |z| >0 (ve R deki iiggen esitsizliginden)
4
d(f,9) = 221 1f(n) = g(n)| = 0 olur.
o f=giseVzeR, f(x)=g(zr) olacagindan, d(f, g) = 0 olacag: agikardur.



o d(f,g) = Ziﬂ |f(n) —g(n)] =0 olsun. n = 1,2,3,4 i¢in f(n) = g(n) olur. Yani
h = f — g nin en az 4 gercel kokii (1, 2, 3 ve 4) vardir. h derecesi en ¢ok 3 olan bir
polinom oldugundan h = 0 yani f = g olur.

(b) d(g, f) = Xpei lg(n) = F(n)] = oy 1f(0) = g(n)] = d(f, 9)
(c) (Gergel sayilardaki liggen esitsizliginden, her f, g, h € X ve her x € R i¢in)
\f(z)—=h(z)| < |f(x)—g(x)|+|g(x)—h(x)| dogrudur. = = 1,2, 3 ve 4 i¢in bu esitsizlikler

yazilip taraf-tarafa toplanirsa

4 4 4

D) = k() <Y 1f(n) = gn)| + ) lg(n) — h(n)]

n=1 n=1 n=1

elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafi d(f, h), sag tarafi ise d(f, g) + d(g, h) oldugundan,
d(f,h) <d(f,g)+ d(g,h) gosterilmis olur.

5. € > 0 verilsin.

dx(p, q) < d iken dy(f(p), f(q)) <e
olacak gekilde (Sadece ¢ a bagh bir § > 0 sayis1 bulmaliyiz.) (p(z,y), ¢(2’,y") olmak iizere)

dy(f(p), f(@)) = [f(p) = f(@)|=l(x —2y) — (2" = 2¢)| = [(x —2) = 2(y — /)|
< oz —2'[+ 20y — | < max{[z — 2|, [y — y'|} + 2max{[z — 2|, [y — y'[}
= 3max{|z —2'|, |y — ¥'|} =3dx(p,q) <3¢

oldugundan 0 sayisini, 30 = € o.5., yani § = § olarak segersek (¢ > 0 oldugundan) § > 0 olur
ve dx(p,q) < 0 iken dy (f(p), f(q)) < € olacag yukarida gosterilmistir.

6. F={r e X :d(zx,a) <r}icin F*={x € X :d(x,a) > r} olur. z € F° olsun. d(z,a) > r
olur. 0 < r' <r—d(z,a) olacak sekilde bir 7" sayis1 segelim. (" > 0 oldugundan) z € B,/(x
olur.

B,.(x) C F° oldugunu gosterelim:

y € B (z) olsun. d(y,z) < r’ olur.

Ucgen esitsizliginden d(x,a) < d(z,y) + d(y,a) < r' + d(y, a) olur.

Buradan d(y, a) > d(z,a) —1r" > r elde edilir. Buda y € F° olmas i¢in (gerekli ve) yeterlidir.
Boylece F° nin acik bir kiime oldugu, dolayisiyla, F' nin kapali bir kiime oldugu gosterilmis
olur. (UYARI: F' = B,(z) dnermesi her zaman dogru degildir.)

EK: Ikinci (daha soyut) Coziim:

Once f : X — X x X, f(z) = (a,z) fonksiyonunun (7x — Tewpm) (Tx: d metriginin
X iizerinde tammmladigi metrik topoloji) siirekli oldugunu gosterelim. VU,V € 7y igin,
0 a¢U
V aeU
baz oldugundan) f (Tx — Tearpim) stireklidir. Derste d : X x X — R in Tearpm — Teta stirekli
oldugu gosterildi. Bu iki siirekli fonksiyonun bilegkesi g = do f : X — R, (7x — Tga) stirekli
olur. A = (—oo,r], R de (standart topolojiye gore) kapali oldugundan g='(A), X de (rx
topolojisine gore) kapalidir. Fakat F' = ¢g~1(A) oldugu tanmimlarindan agikardar.

fFHU xV) = € 7x oldugundan (ve {U x V : U,V € 7x}, Tcarpum i¢in bir



