MT 321 Calisma Sorulari
1. Her k,m € NU{0} i¢in w € QF(R"), A € Q™(R") ise A\Aw = (—1)*"w A X oldugunu gosteriniz.
2. w=uzy’z dr € Q'(R3), A\ =zyz dy € Q(R3), F:R* = R3, F(s,t) = (s 5% —t,st?) olsun.

(a) F*(dw) = d(F*w) oldugunu gosteriniz.

(b) F*(wAX) = (FFrw) A (F*\) oldugunu gosteriniz.

3. F'i I" - R"(n>1),we Q"R") olsun. Eger F' degiskenlerden birine bagh degilse F*w = 0

oldugunu gosteriniz.
4. F: I? - R? w=dx ANdy ise F*w = Jr dt; Adty (Jp : Jakobiyan) oldugunu gosteriniz.
5. F*(dzy ANdxg A -+~ ANdxy,) = (det F) dty A dta A - -+ A dt, oldugunu gosteriniz.

6. F: R" — R" Lineer bir doniigiim olsun.

F*(dxy Ndzy N -+ - Ndzy,) = (det F) dty Adta A - A dt, oldugunu gosteriniz.
Cozumler

1. w= fdx; Ndxy, N--- Ndx;,, N =g dxj Ndxj, \--- Adz;, olun.
(i # js, Y(t,8) €{1,--+ k} x{1,--- ,m} ve k+m < n varsayabiliriz, aksi takdirde

wAX=AAw =0 olup esitlik saglanir.)

wAXN= fgdr, Ndzy, \--- Ndx;, Ndxj, Ndzj, A ANdxy,,

(=) fg dwj, Ndxiy A -+ Ndai, ANdxg, A~ Adxj,,

= (=1)*fg dvj Ndxj, Ndziy A+ Ndxi, Adxg, Ao Adag,,

(=) fg dxj, Adxj, A~ Ndxj, Adzg, Adag A--- Adrg, = (1) A Aw
olur.

2. (a) dw = 2xyz dy A dx + xy? dz A dx olur.
F*(dw) = 25%t(s* — t)(2s ds — dt) A 2s ds + s*(s* — t)*(t* ds + 2st dt) A 2s ds
= —4s?(s? — t) dt Nds +4s*(s* — t)*t dt A ds
F*(dw) = (4s't(s* —t)? — 4s'?(s? — t) dt N ds
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Frw = 2s*(s? — t)%t% ds
d(F*w) = (4st(s? — )2 — 4stt?(s2 — t)) dt A ds = F*(dw)
(b) wAX=2?y*2? do A dy € Q*(R?)
F*(w A X) = (s*(s? — t)3s*t12s ds) A (25 ds — dt)
Fr(wAX) = —2s7(s*> — )3t ds A dt
Frw = 2s*(s? — t)%t* ds,
F*\ = $32(s? — 1)(2s ds — dt) = 2sM%(s* — t) ds — s3t%(s* — t) dt
(F*w)A(F*X) = 251 (s —1)21? dsAsPt% (s> —t)(2s ds—dt) = 25*2(s? —t) ds—s3t*(s* —t) dt
(F*w) A (F*X) = =257(s* —t)3t* ds A dt = F*(w A N)

3. F: I" - R*(n > 1),w € Q"(R") olsun. O halde w = f dxy A --- A dz,, seklindedir.
F(ti,ta,--+ ,ty) = (91,92, ,gn) ve her bir g; : I™ — R degiskenlerden birine, érnegin ¢
degiskenine bagl olmasin.

F*w =dg Ndgy A --- A dgy, seklindedir. Fakat (hi¢ bir ¢g; nin icinde) dt;, terimi olmadigindan,
bu toplamin her bir teriminde, ¢; lerden biri tekrarlanmig olmalidir, yani her bir terimi 0 olmak

zorundadir. Bu nedenle F*w = 0 olur.
4. F: I 5 R% F(ti,ts) = (f(t1, t2), g(t1, 12)) olsun.

) ) 9
Frw=df Adg = (8{dt1 + afdtg) (82 dt, + 82;" dtg) (1)

(af dg  9f 9y

dty = 2
ot Oty Oty 8751) dty A dty = Jp dty A dts. (2)

5. Ispat: n iizerine tlimevarim vapalim.

e n = 1 i¢in yapacak bir ey yoktur, ¢linki, S; = {id} birim permiitasyondur ve sgnid = 1
dir.

e Bir n € NT icin iddiamizin dogru oldugunu kabul edelim. o € S, olsun.
o(k) = n+ 1 olsun.
p=co(ok),o(k+1))o(o(k),o(k+2))o---0(c(k),o(n+ 1)) olsun.

(o: bilegke. Bilegkede soldaki fonksiyon 6nce uygulaniyor!). (k = n + 1 ise u = o olacak.)

1 - k=1 k k+1 - n n+1
= olur.

ol) -+ ok=1) ok+1) ok+2) -+ on+1) n+1



({1,2,...,n} kilmesine kisitlamasim diigiinerek) p € S,, kabul edebiliriz.

sgno = (—1)"*1lsgn u olur.

d:l:a(l) A dl’a(g) VANKIERIVAN dl‘g(k) VANKIERIVAN dl‘g(n_,_l)

(dxsy y1 hemen sagindaki ile n — k + 1 defa yer degistirerek en saga getirelim)

(=1)" M dz, ) A dzg@) A dToe—1) A dToeny A A dToinir) A dTo )

1 n—k+1

dry1) N dTe0) N dTo—1) N dTos1y) A+ N dTonir) A dTpqy

(1)
(_1)n7k+1 (dxu(l) ANdxyo)y N A dx#(n)) A dx,
(=1)" " (sgnp) (doy Adzg A+ Adxy) Adeygy

=sgno dry Adxg A\ - Ndx, N dr,q
olur. Tiimevarim ilkesinden, iddiamiz ispatlanmig olur.
. F:R"™ — R" Lineer bir doniigiim olsun.
F*(dxy Ndzg A -+ - Ndzy,) = (det F) dty Adty A -+ A dt, oldugunu gosteriniz.
;= ajty + aptea+ -+ ajnt, (j=1,2,...,n) olacak gekilde bir (a;;) matrisi vardir.
(det F' = det(a;;) olarak tanimlanir)
F*(dxy Ndzg N -+ - Ndxy,)
= (a1 dty + ajadte + - - - + aypdty) A (agidty + agedts + - - - + ag,dt,)A
c A (@ dty F apadts + - -+ agpdty)
(Dagilma 6zelligi kullanarak)
F*(dxy Ndzg A -+ - ANdxy,)

= Z U16(1)020(2) * * * Ono(m) (dtey A dty@y A - A dtgm))
O'GSn

( daha once gosterilen dto(1y A dty) A -+ A dtgmy = sgno(dty Adty A --- Adt,) esitligini kullanarak)

= <Z ala(l)agg(g) s (Ing(n) sgn O') (dtl A dtg VANRREIVAY dtn)

UESn

= (det(&i]‘)) dtl VAN dtg VANRRIVAY dtn = (det F) dtl A dtQ VASRRIVAY dtn



