Cok Degiskenli Fonksiyonlar i¢in Diferansiyellenebilmenin iki farkli taniminin esdeger
olusunun bir ispati:

Cok degiskenli fonksiyonlar i¢in diferansiyellenebilmenin tanimi iki farkl sekilde yapilabilir.
f, bir (ai, as, ..., a,) noktast merkezli bir yuvarda tammimh (n degiskenli) bir fonksiyon olsun. Bunlar:

e Eger bam A; (i = 1,2,...,n) sayilar ve lim G; =0 (i=1,2,...,n) olacak gekilde
(h1....hin)—(0,...,0)

(n degiskenli) G; (i = 1,2,...n) fonksiyonlar1 igin
flar +hi,as +hoy oo yan + hy) = flar,ag, ..o a) + D0 Aihi + >0 hiGi(ha, . . ., hy,) oluyor ise

veya

e Eger bam A; (i = 1,2,...,n) sayilan i¢in
f(a1 + hl, a9 + h27 ey Oy + hn) — f(al, ag, . .. ,an) — 2?21 Alhl

(1 1min)—(0,....0) NN

f fonksiyonu (aq,as,. .., a,) noktasinda diferansiyellenebilirdir deriz.

= 0 oluyor ise

Bu tamimlardaki A; sayilari, f nin (aq,as,...,a,) noktasindaki kismi tiirevleri olacaktir. SADECE
n = 1 durumunda, bu tanimin, fonksiyonun o noktada tiirevlenebilmesine esdeger oldugu kolayca gosterilir.

Burada, n = 2 durumu i¢in, bu iki kogulun esdeger oldugunu ispatlayacagiz. n > 2 durumu igin ispat,
buradaki ile hemen hemen aynidir.

Once, ikinci kosul saglaniyor ise ilk kosulun saglandigim gosterelim:
f, bir (a,b) noktasi merkezli bir dairenin her noktasinda tanimli ve A, B gergel sayilar igin

! fla+h,b+k)— f(a,b) — Ah — Bk
im =

(hk)—(0,0) Vh? + k2
h,b+ k) — b) — Ah — Bk
Kisaca, F(h,k) = flathb+k) - fla,b)
Vh? + k2

0 () olsun.

diyelim.

Gi(h, k) = % = a(fla+h b+ k) — fa,b) — Ah — Bk) (h, k) # (0,0) ise
0 (h,k) = (0,0) ise
G k) = % — s (fla+ hb+ k) — fla,b) — Ah— BE) (h, k) # (0,0) ise
0 (h,k) = (0,0) ise

olarak tamimlayalim.
Her h,k € Rigin f(a+ h,b+ k) = f(a,b) + Ah + Bk + hG{(h, k) + k G3(h, k) oldugu kolayca goriiliir.

Her (h, k) € R*\ {(0,0)} igin, % <1ve \/h‘f‘W < 1 oldugundan,

“|F(h, k)| < Gy(h, k) < |F(h, k)| (i = 1,2) olur.

lim F(h,k) =0 olusundan, lim =+|F(h,k)| =0 olur. Sikigtirma Teoremi kullanarak,
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

s Gith, k) =0 (i=1,2)

elde edilir.



Diger yoniin ispat1 da ¢ok farkl degildir:

f, bir (a, b) noktasi merkezli bir dairenin her noktasinda tanimh ve " kl)irrzo 0 Gi(h,k) =0 (i = 1,2) seklinde
bl _> 7

iki fonksiyon ve A, B gercel sayilari igin:
Her h,k € Rigin f(a+ h,b+ k) = f(a,b) + Ah+ Bk + hG1(h, k) + k Go(h, k) olsun.

, fla+h,b+k)— f(a,b) — Ah — Bk , ( h k )
lim = lim ————=G1(h, k) + —= Ga(h, k 1
(hk)=(0,0) NEEE oS \ Vi gz 1T e G ) ()
olur. Her h,k € R, (h,k) # (0,0) icin, ‘ﬁ <1ve )ﬁ <1ve (h,kl)igéo,o) Gi(h,k)=0 (i =1,2)
olugundan, (yukaridaki gibi, Sikigtirma Teoremi kullanarak)
lim LG(hk)—O ve lim LG(hk)—O olur
(k)00 VA2 + B2 k=00 VIZ+ K2 '

Bunlardan ve 1 numarali esitlikten,

fla+h,b+k)— f(a,b) — Ah — Bk

lim =0 elde edilir.
(h,k)—(0,0) vV h? + k2




