MT 131 ANALIZ I FINAL SINAVT (2019) Coziimler

zt (x—4)
1. f(z) = ot f'(z) = W, Kritik Sayilar:0, v/4
622(x® +2) _ .
(x) = W, Biikiim noktas: adaylari: 0, —+/2
V2 0 1 V4

f'(x) + + | -1 - 1 +
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f"(x) + | - -1 + +
Biikeylik - | ~ | ~ | - —

Fonksiyon, 0 ve v/4 da siirekli oldugundan, I. Tiirev testinden, 0 da yerel maksimuma, /4 de

yerel minimuma sahiptir.

Fonksiyon, —v/2 de (tiirevlenebildigi icin) tegete sahiptir, biikeylik de degistigi icin —+v/2 de bir

Buktim Noktas: vardir.

2. a)

lim (1+ 2?)=7 limitinde oo” belirsizligi vardur.
Tr—r+00

In(l+a®) 50 In(1 +2?)

In(1 + 22)ins = limitinde § belirsizligi vardir. L’Hospital in Ku-

Inz T—+00 Inz
. . 13_:82 . 2[[’2
ralinin diger kosullar da saglaniyor. lim —5= = lim = lim T = 2 olur.
T—~400 p x—+oo 1 + 2 z—+oo 1 + -2
exp = iist fonksiyonu 2 de siirekli oldugundan, Bilegkenin Limiti Teoreminden,
. o\l .o In(1+2%)\ _ 2
rl_l)IJPoo(l + %)z = exp <ml_l>rfoo )= exp(2) = e olur
. Arcsinz —sinhz , . 0 L Tor s esan : o .
hr% S limitinde § belirsizligi vardir. L’Hospital in Kuralinin diger kogullar1 da
T— T
y (=222 —coshz , .| 0 1 e s e : I
saglaniyor. hrré 5 limitinde de § belirsizligi vardir. L’Hospital in Kuralimin
xr— T

diger kogullar1 da saglaniyor.
2 _3 o 2\— .
1imx(l %) 72 smha?:hm (1—2a°) _lsmhx> :%—%:O

z—0 6x z—0 6 6 «x

(sinh” = cosh oldugu i¢in lim,_, % =cosh0 =1)

. Arcsinz — sinh x
Iki kez L’Hospital in Kuralinin uygulanmasi ile, lin% T e 3 ! = 0 bulunur.
T—> T

y = Arctanz olsun. tany =z ve —5 <y < 7 olur. sec?y =1 +tan?y = 1 + 22 oldugundan

sec(Arctanr) = secy = £V 1 + 2% olmahdir. —F < y < 7 oldugu icin secy > 0 olacaktir.

Bu nedenle, (her x € R igin) sec(Arctanz) = /1 + 22 olur.



(b) f(x) = Arccos =, g(x) = Arcsecx, I =[1,00) olsun. f ve g, I arahgmnda siirekli ve araligin

her i¢ noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlardir. Her x > 1 igin:
—(37) 1 1 1 1
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olur. Ortalama Deger Teoreminin sonucundan, (her = € I i¢in) f(z) = g(x) + C olacak

sekilde bir C sayis1 vardir. © = 1 € [ igin, f(1) = 0 ve ¢g(1) = 0 oldugundan C' = 0 olmak

zorundadir. Oyleyse, her z € I icin, Arccos% = Arcsec x oldugu gosterilmistir.

4. f'(z) =32 —6x+4 ve f"(x) = 62 —6 olur. x < 1igin f’(z) <0, z > licin f”(x) > 0 olur. (f, 1
de bir biikiim noktasina sahiptir.) Her x € R i¢in f’(x) > 0 oldugundan, f,R de kesin artandir.

Ters Fonksiyonun Tiirevlenebilmesi Teoreminden (g = f~!) , ¢'(x) = w—~— olur ve g, R de kesin

f'(g(@))
e /
artandir. Tirev alma kurallarindan, ¢”(z) = f( f(’gé(gz)))g?(x) dir.
g(x

f(1) =2 (ve g(2) = 1) dir, bu nedenle, g, 2 de tiirevlenebiliyor olup, g, 2 de tegete sahiptir.

r < 2igin g(x) < g(2) =1, f"(g(x)) <0 ve ¢'(x) > 0 oldugundan, ¢g”(z) > 0 olur.
x> 2icin g(z) > g(2) =1, f"(g(z)) > 0 ve ¢’(x) > 0 oldugundan, ¢”(z) < 0 olur.
Oyleyse, ¢ fonksiyonu 2 de bir biikiim noktasina sahiptir.

P(x)

5. (a) P(x) =ax +b (a,bsabit a # 0) polinomu olsun. liIP P(z)e™® = liIP olup, (a # 0
r—+00 x—+oo e¥
oldugu igin) bu limitte 2 belirsizligi vardir. L’Hospital in Kuralinin diger kosullari da

saglaniyor. lim 4 - % _ ol L’Hospital in Kuralindan, lim P(x)e”* = 0 bulunur.
z——+o0o et —+00 T—+00

f(z) = e* fonksiyonunun bir egik asimptota sahip oldugunu varsayalim. O zaman
( lim e® = 0 oldugundan), egik asimptot tanimindan, bir P(x) = ax + b (a # 0) polinomu
T——00

icin lirf (¢* — P(xz)) = 0 olur. Bu durumda , Limit Teoremlerinden (bu polinom igin),
T—r+00

P T— P P
lim (1 — (1’)) = lim 67(2:) = R = 0 olur. Bu egitlikten, lim (z) = 1 oldugu

T—+00 er T—400 e o0 r—4+o00 eT

sonucuna varilir. Oysa, yukarida, bu limitin 0 oldugu gosterilmis idi. Bu celigki, f(z) = €e*

fonksiyonunun bir egik asimptota sahip oldugunu varsayiminin yanhs oldugunu gosterir.

(b) lir{l+ (Inz)"~" limitinde 0° belirsizligi vardir. In (Inz)*~" = (z — 1) In(In ) dir.
z—

In(lnz) . 1—zz—1 1
lim (z—1)In(lnx) = lim n(lnx) 2 T2 0 (lim—L =1 idi)
r—1t z—1+ m r—1+ m z—1+ X 1n:l:’ z—=1 1 — ]_

(*: Burada, L’Hospital in Kuralim kullandik)
(Inz)* " = exp((z—1)In(Inz)) ve exp fonksiyonu 0 da siirekli oldugundan, Bilegkenin Limiti

teoreminden, lim (Inz)*~" = exp0 = ¢’ = 1 bulunur.
z—1t



6. f(z) = ¥z = a3, b = 26, a = 27 olsun. (f, (0, +00) arahgmda en az 4 kez tiirevlenebiliyor)
Kalanli Taylor Teoreminden, v/26 = f(b) ~ P3(27) yaklagik esitliginde Hata=|Rs| olur.

fo) = b, F@) = o, Pe) = oo ) = g, ) = e

F27) =3, F27) = §, f121) = =%, f"(21) = 3%, Py(a) = 3+ 5 — G0 4 g

olusundan, V26 ~ 3 — 35 — 3= — 355 olur.

(4)
Kalanl Taylor Teoreminden, R3 = / 4‘(0) (26 — 27)* olacak sekilde (en az) bir 26 < ¢ < 27 say1si
vardir.
10 T 10 10
|Rs| = prny 26 < ¢ < 27 olugundan 2" =83 < 263 < c¢3 ve |R3| = Y < S5o11 olur.

P(z,y), ticgenin z-ekseni yukarisinda kalan kogesi olsun, y > 0 olur.

W . Uggenin alam maksimum yapilacak. Alan = lah dir.
w h=x—(-2)=x+2vea=y— (—y) =2y olur,

7. e 2) Alan = y(x + 2) maksimum yapilacak.
P(x,y) noktas: elips iizerinde oldugu igin, 2% + 4y? = 4 olmali.
y > 0 oldugu igin, y = 1/1 — % olur. Bu nedenle,
Alan = f(z) = (v +2)4/1 — & = 1(z + 2)v/4 — 22 maksimum yapilacak.
P(zx,y) noktasi elips iizerinde oldugu (ve APQ bir iiggen oldugu) igin —2 < z < 2 olmalidir.
Oyleyse, f(x) = +(z + 2)v4 — 22 fonksiyonu (—2,2) arah@mmda maksimum yapilmaldir.
fl(z) =3 (m - f}fj’jg) = 2H2 olup kritik sayilar £2, 1 dir.

Bunlardan sadece 1 € (—2,2) dir. f/(x), 2—z—2? ile aym isarete sahiptir. (2—z—2? polinomunun

kokleri 1, —2 oldugu i¢in)

-2 1 2

f'(x) e
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f, 1 de siirekli oldugu igin, 1. tiirev testinden, f, (—2,2) araligindaki maksimum degerine x = 1
de ulagir. Bunun sonucu olarak, en biiyiik ikizkenar tiggenin diger koseleri P(1, ?) ve Q(1, —@)

noktalarindadir.



